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Homogénéité locale pour les métriques riemanniennes holomorphes en 
dimension 3 



Résumé. Nous démontrons que sur les variétés complexes compactes de dimen- 
sion 3 les métriques riemanniennes holomorphes sont nécessairement localement ho- 
mogénés (i.e. le pseudo-groupe des isométries locales agit transitivement sur la 
variété.) 



1 Introduction 

Dans le contexte de la géométrie complexe (holomorphe) , une métrique riemanni- 
enne holomorphe est l'analogue du concept réel de métrique pseudo-riemannienne. 
Formellement une métrique riemannienne holomorphe sur une variété complexe M 
de dimension n est une section holomorphe q du fibré S 2 (T*M) des formes quadra- 
tiques complexes sur l'espace tangent holomorphe à M telle que, en tout point m de 
M, la forme quadratique complexe q(m) est non dégénérée (de rang maximal, égal 
à la dimension complexe de M). 

L'exemple type d'une métrique riemannienne holomorphe est la métrique plate 
q = dz 1 + dz 2 + . . . + dz n sur C n . A l'instar du cadre pseudo-riemannien (voir, par 
exemple, il n'y a pas de difficulté à introduire le tenseur de courbure d'une 

métrique riemannienne holomorphe comme obstruction infinitésimale (à l'ordre 2) à 
la platitude de la métrique. Il existe une unique connexion linéaire holomorphe (de 
Levi-Civita) sur M compatible avec la métrique riemannienne holomorphe et cette 
connexion permet de définir des courbes géodésiques qui généralisent les droites 
affines (parcourues à vitesse constante) du cas plat (voir, par exemple, ^5] pour une 
étude des géodésiques holomorphes). 

Nous allons nous intéresser dans cet article aux métriques riemanniennes holo- 
morphes sur les variétés complexes compactes. L'existence d'une telle métrique sur 
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une variété complexe compacte impose des conditions très restrictives à la variété. 
Une première obstruction évidente est la première classe de Chern. En effet, dans le 
langage des G-structures dû à C. Ehresmann (la terminologie étant due à S. Chern) 
une métrique riemannienne holomorphe est une 0(n, C)-structure sur le fibré tan- 
gent holomorphe à M. Ceci implique l'existence d'un revêtement double non ramifié 
de M sur lequel le groupe structural du fibré des repères (qui est, en général, un 
GL(n, C) -fibré) se réduit au groupe SO(n, C) qui préserve un volume holomorphe. 
Le fibré canonique (des formes volumes holomorphes) de ce revêtement double de M 
est donc trivial, ce qui assure l'annulation de la première classe de Chern de M. On 
peut aussi remarquer que la présence d'une métrique riemannienne holomorphe fixe 
un isomorphisme entre le fibré tangent holomorphe TM et son dual T*M. En parti- 
culier, le fibré canonique de M est isomorphe à son dual ce qui implique l'annulation 
de la première classe de Chern de M. 

Un premier exemple de variétés compactes admettant des métriques riemanni- 
ennes holomorphes est donné par les tores complexes. Pour s'en assurer il suffit de 
constater que la métrique plate q = dz 1 + dz 2 + . . . + dz n est invariante par translation 
et descend donc sur tout quotient de C n par un réseau de translations. 

Pour ce qui est du cadre kâhlérien un résultat de [H] montre que l'exemple 
précédent est le seul (à revêtement fini près). Plus précisément, il est démontré 
dans que parmi les variétés kàhlériennes compactes, seuls les tores complexes 
et leurs quotients finis admettent des connexions linéaires holomorphes (et donc 
des métriques riemanniennes holomorphes). Dans ce cas, les métriques riemanni- 
ennes holomorphes sont nécessairement plates et donc, en particulier, localement ho- 
mogènes, autrement dit le pseudo-groupe des biholomorphismes locaux qui préservent 
la métrique riemannienne holomorphe (isométries locales) agit transitivement sur M. 

Un résultat similaire est démontré dans f9] pour les surfaces complexes com- 
pactes : seuls les tores complexes et leurs quotients finis admettent des métriques 
riemanniennnes holomorphes et ces métriques sont nécessairement plates. 

Mentionnons également, dans le cadre kâhlérien, les résultats de symétrie et clas- 
sification obtenus pour des structures géométriques holomorphes plus générales sur 
les variétés de Calabi-Yau jH] et sur les variétés projectives unirationnelles [T3] . 

Nous nous intéréssons dans cet article aux variétés complexes compactes non 
(nécéssairement) kàhlériennes de dimension complexe 3 qui possèdent des métriques 
riemanniennes holomorphes. 

Comme nous allons le voir dans la section 2, dans le cas non Kàhler, des exemples 
de variétés complexes compactes possédant des métriques riemanniennes holomor- 
phes sont les variétés parallélisables, quotiens d'un groupe de Lie complexe par 
un réseau co-compact. Ces exemples n'ont rien de surprenant car le fibré tangent 
étant holomorphiquement trivial les métriques riemanniennes holomorphes sur ces 
variétés sont "constantes" par rapport au repère mobile invariant par translations 
(qui constitue une trivialisation du fibré tangent). 

En dimension 3 des exemples inédits de variétés complexes admettant des métriques 
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riemanniennes holomorphes ont été construits dans ^1] par E. Ghys. 

Néanmoins dans tous les exemples connus le revêtement universel de la variété est 
un groupe de Lie complexe et la préimage de la métrique riemannienne holomorphe 
par le revêtement est invariante par les translations du groupe. 

Nous démontrons ici le théorème suivant qui généralise et précise sous une forme 
optimale un premier résultat que nous avions obtenu dans jH]. 

Théorème 1.1 : Soit M une variété complexe compacte connexe de dimension 3 
munie d'une métrique riemannienne holomorphe. Alors toute structure géométrique 
holomorphe de type affine sur M est nécessairement localement homogène. 

En particulier, la métrique riemannienne holomorphe est localement homogène. 

Il convient de situer ce résultat dans le cadre de l'étude des structures géométriques 
rigides dans le sens de M. Gromov initié dans ^U] (voir également l'exposé de sur- 
vey 7\ et [4 ). Sans donner de définition générale, précisons que les métriques 
riemanniennes holomorphes, ainsi que les métriques pseudo-riemanniennes (dans 
le contexte réel) sont des exemples type de telles structures géométriques rigides. 
Une conjecture vague énoncée par M. Gromov affirme que la présence d'un "gros" 
groupe d'isométries pour une structures géométrique rigide sur une variété com- 
pacte doit représenter une situation suffisamment symétrique (rare) pour être clas- 
sifiable. En principe, il ne devrait y avoir que des exemples algébriques (construits 
à partir de groupes de Lie) et leurs éventuels avatars (déformations etc). Les ex- 
emples abondent dans ce sens en géométrie riemannienne ou pseudo-riemannienne 
réelle (voir par exemple , pour une concrétisation de ce phénomène en géométrie 
lorentzienne de dimension 3). Le théorème 1 1 . 1 1 vient conforter cette conjecture dans 
le cadre des variétés complexes. Ici le caractère holomorphe remplace l'hypothèse 
d'existence d'un groupe important d'isométries et suffit pour engendrer des symétries 
(isométries) locales. 

Sans donner pour le moment la définition générale de structure géométrique (pour 
cela le lecteur devra se rapporter à la section 3), précisons que dans le cas où la 
variété M munie d'une métrique riemannienne holomorphe possède par ailleurs un 
(autre) tenseur holomorphe Y (par exemple, un champ de vecteurs) le théorème II. Il 
affirme que le pseudo-groupe des isométries locales de la métrique riemannienne 
holomorphe qui préservent en même temps le tenseur Y agit transitivement sur 
M. Autrement dit, même la structure géométrique "totale" (la plus riche possible) 
qui englobe à la fois la métrique riemannienne holomorphe initiale et toute autre 
structure géométrique holomorphe globale de type affine (voir la section 3 pour la 
définition) située sur M est localement homogène. 

Nos méthodes mélangent à la fois les arguments de géométrie différentielle rigide 
et des techniques qui viennent de la géométrie analytique complexe. L'homogénéité 
locale détéctée par le théorème 11.11 conduit dans certains cas à des résultats de 
classification : 
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Corollaire 1.2 Soit M une variété complexe compacte connexe de dimension 3 mu- 
nie d'une métrique riemannienne holomorphe. Si M possède une structure géométrique 
holomorphe de type affine et de type général, alors M admet un revêtement fini non 
ramifié qui est un quotient d'un groupe de Lie complexe connexe et simplement con- 
nexe de dimension 3 par un réseau co-compact. 

Conjecturalement le résultat du corollaire précédent devrait rester valide en général 
: le revêtement universel d'une variété complexe compacte (de dimension 3) possédant 
une métrique riemannienne holomorphe est un groupe de Lie complexe sur lequel 
la préimage de la métrique riemannienne holomorphe est invariante par transla- 
tions. Le théorème principal de cet article ouvre la voie vers ce type de résultats 
de classification. Il s'agit ensuite de prouver des théorèmes dites de complétude et 
d'arriver à intégrer les isométries locales obtenues par le théorème 11 .11 en un groupe 
d'isométries globales du revêtement universel qui agit transitivement. La question 
de la complétude est ouverte même dans le cas où la métrique riemannienne holo- 
morphe est supposée plate (de courbure sectionnelle nulle) : dans ce cas il s'agit de 
prouver que le revêtement universel de M est nécessairement biholomorphe à C 3 . 

Après cette courte introduction, la composition de cet article est la suivante. 
La deuxième section présente des constructions de variétés complexes compactes 
possédant des métriques riemanniennes holomorphes. Dans la troisième section 
nous rappelons brièvement les concepts et les théorèmes nécessaires à l'étude des 
structures géométriques rigides et de leurs isométries locales. La section quatre 
est consacrée à la démonstration d'une forme faible du théorème principal : on a 
homogénéité locale sur un ouvert dense (en dehors d'un sous-ensemble analytique 
compact S inclus dans M, éventuellement vide). Dans la dernière section nous 
montrons comment on peut étendre cet ouvert dense à M tout entier, ce qui achève 
la preuve du théorème principal de l'article. 

Je remercie chaleureusement Etienne Ghys pour m'avoir introduit au sujet et 
pour son soutien constant. Je remercie également Ghani Zeghib pour la gentillesse 
avec laquelle il a toujours repondu à mes questions. Mes collègues Nicolas Bergeron, 
François Béguin, Charles Frances et Pierre Pansu m'ont souvent écouté parler de ce 
travail : je les remercie pour leur patience et pour la pertinence de leurs suggestions. 

2 Exemples 

Les exemples les plus simples de variétés complexes compactes qui admettent des 
métriques riemanniennes holomorphes sont les variétés dites parallélisables qui s'ob- 
tiennent comme quotient d'un groupe de Lie complexe par un réseau co-compact. 

Un procédé simple pour construire de telles métriques est le suivant : considérons 
un groupe de Lie complexe G qui admet un réseau co-compact T (exemple : un 
groupe de Lie complexe semi-simple comme SL(2, C)). 

Nous identifions son algèbre de Lie Q à l'algèbre de Lie des champs de vecteurs 
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sur G invariants par les translations à droite. Le quotient à droite par l'action de V 
fournit une variété complexe compacte parallélisable M = G/T, dont le fibré tangent 
est holomorphiquement isomorphe à M xQ. L'ensemble des métriques holomorphes 
q sur M s'identifie aux formes quadratiques non dégénérées sur Ç. 

Au cas où cette forme quadratique est invariante par la représentation adjointe 
de G dans son algèbre de Lie (ce qui arrive, par exemple, pour la forme de Killing 
d'un groupe de Lie semi-simple complexe : la forme de Killing, qui est toujours 
invariante par la représentation adjointe, est non dégénérée si G est semi-simple) les 
translations à gauche sont des isométries globales pour la métrique sur M. 

Dans le cas d'une forme quadratique non dégénérée générique il n'existe pas 
"autant" d'isométries globales . En revanche, dans une carte locale de M, donnée 
par une section locale de la projection G — > G/T, les translations à droite définissent 
des transformations locales qui agissent par isométrie. Les métriques holomorphes 
ainsi construites sont donc localement homogènes (pour tous les couples de points 
(m, m') dans M, il existe une isométrie locale d'un voisinage ouvert de m dans M 
sur un voisinage ouvert de m' qui envoit m sur m'). Pour une forme quadratique non 
dégénérée générique la métrique riemannienne holomorphe obtenue est un exemple 
de structure géométrique de type général (voir la section suivante pour la définition) 
pour laquelle le corollaire 11.21 s'applique. 

Remarquons aussi que si la métrique riemannienne holomorphe qui correspond à 
la forme de Killing est de courbure sectionnelle constante, pour les autres exemples 
la courbure sectionnelle est, en général, non constante. Elle est représentée, en 
général, par une fonction méromorphe non constante définie sur la 2-grasmannienne 
des plans non dégénérés (qui constitue un ouvert de la 2-grasmannienne de l'espace 
tangent holomorphe à M). 

Certains quotients par des groupes finis des exemples précédents possèdent égale- 
ment des métriques riemanniennes holomorphes. Pour s'y convaincre sur un exemple 
très simple, prenons un tore complexe de dimension 2 de la forme C 2 quotienté 
par un réseau A. Le quotient du tore par une transformation d'ordre 2 du type 

(zx, z 2 ) — » {z\ + — , —z 2 ), où A G A est un générateur du réseau, possède la métrique 

riemannienne holomorphe induite par la métrique plate dz\ + dz\ , invariante par les 
translations et la transformation considérée. 

En dimension 3, des exemples inédits de métriques riemanniennes holomorphes 
sur des variétés complexes dont le fibré tangent n'est pas holomorphiquement triv- 
ial ont été construits dans [TT]. Ces exemples s'obtiennent à partir des espaces 
homogènes du groupe SL{2, C), par déformation de la structure complexe. 

L'idée est de considérer un réseau co-compact T de SL(2, C) et de perturber 
l'action par translations à droite de T sur SX (2, C) de manière que le quotient 
soit toujours une variété. L'auteur prouve qu'il existe des morphismes de groupes 
u '. T — > SL(2, C) tels que l'action à droite de T sur SL(2, C) donnée par : 

(m, 7) G SL(2, C) x T -> M( 7 ~ 1 )m 7 G SL{2, C) 
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est libre et totalement discontinue. Le quotient est une variété complexe compacte 
M(u, T) sur laquelle la métrique de Killing de SX (2, C) induit une métrique holo- 
morphe. Il existe des morphismes u pour lesquels les variétés M(u, T) ne possèdent 
aucun champ de vecteurs holomorphe non nul. Il est prouvé dans |TT] que tout 
tenseur holomorphe sur une variété de type M(u, T) se relève en un tenseur holo- 
morphe sur SL(2, C) invariant par l'action à droite de SX(2, C) et par l'action à 
gauche de u(T). En particulier, tout tenseur holomorphe (et donc toute métrique 
riemannienne holomorphe) sur M(u, T) est localement homogène. Il s'agit d'un cas 
particulier du théorème 11.11 

3 Structures géométriques rigides 

Dans cette section nous rappelons brièvement le concept de structure géométrique 
(de type fini) introduit pour la première fois par C. Ehresmann pour donner une in- 
terprétation géométrique globale aux travaux de E. Cartan. Nous suivrons également 
la méthode exposée par M.Gromov dans JUj pour comprendre les isométries des 
structures rigides. 

Considérons M une variété complexe de dimension n et désignons par R r (M) le 
fibré des r-repères de M. Il s'agit d'un fibré principal au-dessus de M de groupe 
structural D r (C n ), le groupe des r-jets en de biholomorphismes locaux de C n qui 
préservent 0. Par exemple, le fibré des 1-repères s'identifie avec l'ensemble des bases 
de tous les espaces tangents à M et D 1 {C n ) n'est rien d'autre que GL(n, C). 

Définition 3.1 Une structure géométrique holomorphe de type affine et d'ordre r 
sur M est une application holomorphe D r (C n )-equivariante du fibré R r (M) dans 
une variété affine A munie d'une action algébrique du groupe D r (C n ). 

Par un théorème de plongement classique dû à Chevalley, il est toujours possi- 
ble de considérer que la variété affine A est plongée de manière équivariante dans 
un espace vectoriel complexe de dimension finie muni d'une action algébrique de 
D r (C n ). Tout tenseur holomorphe sur M est une structure géométrique holomor- 
phe de type affine d'ordre 1, tandis que les connexions linéaires holomorphes sont des 
structures de type affine d'ordre 2 : le théorème 11.11 s'applique bien à ces structures 
géométriques. Un champ de droites holomorphe ou une structure conforme holo- 
morphe sont des structures géométriques holomorphes qui ne sont pas de type affine 
(mais de type projectif ) et le théorème 11.11 ne s'applique pas dans ce cadre. Pour 
un résultat d'homogénéité locale concernant les structures conformes holomorphes 
le lecteur pourra se référer à [3]. 

Le jet d'ordre s d'une structure géométrique y? d'ordre r est une nouvelle structure 
géométrique d'ordre s + r. Si dans une carte locale de la variété cp est déterminée 
par une application à valeurs dans la variété A, son jet d'ordre s, que nous notons 
tp( s \ s'exprime dans la même carte par le s-jet de l'application initiale. 
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En la présence d'une métrique riemannienne holomorphe il convient de privilégier 
les systèmes de coordonnées exponentielles et dans ce cas il n'est pas nécessaire de 
considérer le fibre des r-repères. Rappelons à cet effet que chaque élément du fibré 
des 1-repères R 1 (M) représentant par définition un 1-jet de carte est réalisé par une 
unique carte exponentielle pour la métrique riemannienne holomorphe. Autrement 
dit, chaque élément du fibré R l (M) fournit une carte (exponentielle) de la variété 
M et d'autant plus un élément du fibré R r (M). Grâce à cette section du fibré des 
1-repères à valeurs dans le fibré de r-repères, on pourra considérer que toutes les 
structures géométriques sont définies sur R l (M). 

La présence de la métrique riemannienne holomorphe q nous permet de considérer 
le fibré des 1-repères g-orthonormés et, quitte à prendre un revêtement double non 
ramifié de M (ce qui ne change rien à notre problème d'homogénéité locale), de 
considérer le fibré des 1-repères ç-orthonormés directs R(M) qui est un sous-fibré 
principal de R 1 (M) de groupe structural 5*0(3, C). 

Par exemple, on peut voir le s-jet d'une métrique riemanninne holomorphe q 
comme étant une application équivariante du 50(3, C)-fibré des repères orthonormés 
directs à valeurs dans l'espace affine J s constitué par les s-jet s en de métriques 
riemanniennes holomorphes sur C 3 dont le 1-jet est dz\ + dz\ + dz\. L'espace affine 
J s est muni de l'action algébrique affine de 50(3, C) obtenue par changement de 
carte exponentielle. Comme cette action fixe l'élément dzf + dz% + dz$ nous pouvons 
considérer que J s est un espace vectoriel d'origine dz\ + dz\ + dz\ muni d'une action 
linéaire et algébrique de 5*0(3, C). 

Une isométrie locale d'une structure géométrique <p est un biholomorphisme local 
entre deux ouverts de M qui préserve <p. L'ensemble Is loc des isométrie locales est un 
pseudo-groupe pour la composition. Quand le pseudo-groupe des isométries locales 
agit transitivement sur M, la structure géométrique tp est dite localement homogène. 
Un champ de Killing (local) pour (p est un champ de vecteurs holomorphe (local) sur 
M dont le flot (local ) agit par isométries locales pour (p. Deux points suffisamment 
proches de M qui sont dans la même orbite de Is loc sont reliés par une isométrie 
locale proche de l'identité et se trouvent donc dans la même orbite d'un champ de 
Killing local 0]. 

Un théorème démontré par I. Singer [2U] pour les métriques riemanniennes et 
généralisé dans [JJ, [TU], |H] pour des structures géométriques plus générales affirme 
qu'il existe un s suffisament grand tel que q est localement homogène si et seulement 
si l'image de l'application q( s > est exactement une 50(3, C)-orbite de J s . Plus 
précisément, il existe un entier positif s (qui ne dépend que de M et de q) tel que 
deux points m et m' sont reliés par une isométrie locale de q si et seulement si 
g-admet un même s-jet aux points m et m'. De plus (voir, par exemple, la jolie 
preuve de [7], toute application linéaire qui envoie une base orthonormée directe de 
(T m M, q m ) sur une base orthonormée directe de (T m /M, q m >) pour laquelle le s-jet de 
q est le même définit en coordonnées exponentielles un germe de biholomorphisme 
qui envoie m sur m' et qui est une isométrie locale. 

Comme il est montré dans ^UJ et [7j le phénomène précédent est caractéristique 
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aux structures géométriques que M. Gromov appelle rigides et qui sont caractérisées 
par la propriété que le pseudo-groupe des isométries locales est de dimension finie. 
Le fait qu'une métrique riemannienne holomorphe soit une structures rigide est 
essentiellement dû au fait qu'une isométrie locale est complètement déterminée par 
son jet d'ordre 1 en un point. 

Par la suite, quelque soit la structure géométrique (rigide ou non) qui existe sur 
M (penser à un tenseur), nous allons considérer la structure plus riche <p qui est la 
juxtaposition de la structure initiale et de la métrique riemannienne holomorphe q. 
Comme q est rigide, y? sera (d'autant plus) une structure géométrique rigide et on 
aura encore que toute application linéaire qui envoie une base orthonormée directe de 
(T m M, q m ) sur une base orthonormée directe de (T m /M, q m i) pour laquelle le s-jet de 
ip est le même, définit en q-coordonnées exponentielles un germe de biholomorphisme 
qui envoie m sur m' et qui est une isométrie locale pour (p. Ce procédé ne prend 
pas en compte toutes les isométries locales de la structure initiale, mais seulement 
celles qui préservent en même temps la métrique riemannienne holomorphe q. Notre 
méthode vise donc à démontrer directement que la structure géométrique plus riche 
qui englobe à la fois la structure initiale et q est encore localement homogène, ce qui 
implique en particulier l'homogénéité locale de la structure initiale. 

Définition 3.2 Une structure géométrique d'ordre r et de type affine tp sur M sera 
dite de type général s'il existe des entiers s arbitrairement grands tels que l'image 
de l'application s-jet de ip contiennent au moins une orbite de stabilisateur fini dans 
D r+s (C n ). 

Pour une structure rigide ceci veut dire qu'il existe au moins un point m G M 
au voisinage duquel il n'existe pas de champ de Killing local s'annulant en m. En 
effet, la rigidité implique que pour un s suffisamment grand le stabilisateur du s-jet 
de ip en un point m se prolonge de manière unique en un élément du pseudo-groupe 
des isométries locales qui fixe m. Un sous-groupe à un paramètre du stabilisateur 
du s-jet de ip en m fournit donc un sous-groupe à un paramètre d'isométries locales 
pour <p qui fixent M. Par un théorème classique dû à S. Lie un tel sous-groupe à 
un paramètre d'isométries n'est rien d'autre que le flot local d'un champ de Killing 
s'annulant en m. 

Finissons cette section par la preuve du fait que le théorème 11.11 implique le 
corollaire 11.21 

Considérons une variété complexe compacte M de dimension 3 munie d'une 
métrique riemannienne holomorphe q et d'une structure géométrique de type affine 
et de type général (cette structure géométrique pourrait très bien être la métrique 
q elle-même : on a vu de tels exemples de métriques à la section 2). D'après le 
théorème 11.11 la structure géométrique <p formée par la juxtaposition de q et de la 
structure géométrique de type affine et de type général est une structure géométrique 
rigide de type affine et de type général qui est localement homogène. Ceci équiv- 
aut à : Vs G N l'image de l'application (p( s \ définie sur le fibré des repères q- 
orthonormées directes R(M), est constituée d'une unique orbite qui s'identifie au 
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quotient de 50(3, C) par le stabilisateur d'un point. Nous avons expliqué un peu 
plus haut pourquoi il convient de voir 50(3, C) comme étant plongé canoniquement 
(par le choix de q) dans D r+s (C 3 ). Ceci montre que le stabilisateur du s-jet de 
dans 5*0(3, C) est encore un sous-groupe fini F. Nous avons donc une application 
holomorphe 50(3,0) équivariante du fibré R(M) dans le quotient 50(3, C)/F. Il 
est équivalent de dire qu'il existe un revêtement fini non ramifié de M associé au 
groupe F au-dessus duquel le fibré principal R(M) se trivialise. Ce revêtement fini 
de M possède un fibré tangent holomorphe trivial et d'après le théorème de Wang 
[21] il s'identifie à un quotient d'un groupe de Lie complexe connexe et simplement 
connexe de dimension 3 par un réseau co-compact. 

4 Homogénéité locale sur un ouvert dense 

Soit (M, q) une variété complexe compacte connexe de dimension 3 munie d'une 
métrique riemannienne holomorphe. Nous démontrons dans cette section la ver- 
sion faible suivante du théorème 11.11 : toute structure géométrique de type affine ip 
sur M est localement homogène sur un ouvert dense (en dehors d'un sous-ensemble 
analytique compact, éventuellement vide). Il est donc également vrai que la struc- 
ture géométrique (p = (ip, q) obtenue par la juxtaposition de ip et q est localement 
homogène sur un ouvert dense. En particulier la métrique riemannienne holomor- 
phe q est localement homogène sur un ouvert dense. Ce résultat présente déjà un 
progrès notable par rapport au théorème obtenu dans jU] où on avait seulement 
pu démontrer que les orbites du pseudo-groupe des isométries locales forment ou 
bien un ouvert dense ou bien sont les fibres d'une fibration sur une courbe de genre 
g > 2. Le travail fait dans cette section élimine la deuxième alternative en précisant 
la structure de la fibration ir. Remarquons pour finir que dans [5] les résultats sont 
énoncés seulement pour la métrique riemannienne holomorphe, mais il suffit de rem- 
placer systématiquement dans la preuve le "s-jet de g" avec le "s-jet de la structure 
géométrique = (ip, q)" pour obtenir les mêmes résultats avec (f> = (tp, q) à la place 
de q. 

4.1 M est un fibré principal en tores complexes 

Nous utilisons ici de manière essentielle le lemme 6.4 que nous avons prouvé dans 
[H]. Il s'agit d'un lemme qui exploite le manque d'homogénéité locale pour fabriquer 
certains tenseurs holomorphes : 

Lemme 4.1 Soit M une variété complexe compacte de dimension 3 munie d'une 
métrique riemannienne holomorphe q et également d'une structure géométrique de 
type affine ip (il se peut que ip= q). 

i). Si la structure géométrique (p = q), formée par la juxtaposition de ifj et de 
q, n'est pas localement homogène ( en particulier, si q ou ne sont pas localement 
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homogènes) sur M, alors il existe un entier positif n et une section holomorphe non 
triviale du fibre vectoriel S n (T*M) qui s'annule en au moins un point et qui prend 
ses valeurs dans le cône des puissances n-ièmes. 

ii). Si la structure géométrique ip = {ip,q) n'est localement homogène sur aucun 
ouvert dense de M, alors il existe un entier positif n et deux sections holomorphes 
linéairement indépendantes du fibré S n (T*M) qui s'annulent en au moins un point 
et qui prennent leurs valeurs dans le cône des puissances n-ièmes. Ces sections sont 
en tout point colinéaires. 

Supposons par l'absurde qu'il existe une structure géométrique holomorphe de 
type affine ip sur M telle que p = (ip,q) n'est localement homogène sur aucun 
ouvert dense de M. Le point ii) du lemme 14.11 ensemble avec le lemme suivant qui 
est une conséquence directe d'un théorème de M. Brunella jH] nous montre que M 
fibre sur une courbe de genre g > 2. Le lemme est le suivant : 

Lemme 4.2 Soit M une variété complexe compacte de dimension 3 avec fibré canon- 
ique trivial. Supposons qu'il existe un entier positif n et deux sections holomorphes 
linéairement indépendantes ai et a 2 du fibré S n {T*M) qui prennent leurs valeurs 
dans le cône des puissances n-ièmes et qui sont en tout point colinéaires. 

Il existe alors une fibration holomorphe tt de M sur une surface de Riemann C de 
genre g > 2 et deux sections holomorphes rji et r)2 de (T*C)® n telles que ai = n*(rji). 

Démonstration 

Les arguments de 0, notamment le lemme 1 de la page 4, la proposition 3 
de la section 3 et la preuve du cas 1 de la section 4 (page 15) s'appliquent sans 
aucune modification dès qu'on démontre que les formes ai et a2 sont intégrables. 
L'intégrabilité a été montré dans la preuve du lemme 6.6 de [Oj. □ 

Dans 9J nous avions montré que les fibres de tt sont formée par des points qui 
sont dans la même orbite du pseudo-groupe des isométries locales de p = (if),q). 
La stratégie à suivre sera maintenant la suivante : nous étudions cette fibration 
et démontrons que M admet une structure de fibré principal en tores complexes 
(avec éventuellement des fibres singulières) au-dessus de la courbe C. Finalement 
un lemme de prolongement de formes différentielles multiples inspiré par [21] permet 
d'obtenir une contradiction et de conclure que ip doit être localement homogène sur 
un ouvert dense. 

Regardons de plus près la structure de la fibration précédente et démontrons 
d'abord que les fibres génériques sont des tores complexes. On prouve ensuite que 
ces tores sont nécessairement isomorphes, ce qui donne : 

Proposition 4.3 M est un fibré principal, défibre type un tore complexe de dimen- 
sion 2, au-dessus d'une surface de Riemann de genre g > 2 (avec éventuellement un 
nombre fini de fibres singulières) . 
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Démonstration 

Les fibres de la fibration tc sont les feuilles du feuilletage donné par le noyau 
de la section a±. On peut décrire la distribution Kera.\ comme étant également 
l'orthogonal Yf 1 (au sens de q) de la section Y\ de S n (TM) duale à a±. 

Rappelons que la norme de Y\ (au sens de q® n } est une fonction holomorphe 
et, par conséquent, constante sur la variété compacte M. Cette constante est 
nécessairement nulle car Y\ admet au moins un point d'annulation et la section 
Y\ est donc en tout point isotrope. La restriction de Y\ à une fibre régulière de n 
sur laquelle Y\ ne s'annule pas (rappelons que Y\ est projetable sur la base) munit 
cette fibre d'un champ de vecteurs holomorphe tangent non singulier et g-isotrope. 
Ces fibres sont donc nécessairement des surfaces minimales : le flot de ce champ de 
vecteurs non singulier permet de "bouger" toute éventuelle copie de -P X (C) incluse 
dans la fibre, ce qui implique que l'auto-intersection de -P 1 (C) ne peut pas être 
négative. 

De manière duale la restriction de a\ permet de construire le long d'une fi- 
bre régulière de la fibration une 1-forme différentielle holomorphe a dont le noyau 
coïncide avec l'espace tangent à la fibre. Les fibres régulières possèdent une forme 
volume holomorphe (leur fibré canonique est trivial) : cette forme volume est donnée, 
par exemple, par la formule volf$ rre {x,y) = v ° 1 ^^ , où vol désigne la forme volume 
de M, x, y des vecteurs tangents à la fibre et z n'importe quel vecteur transverse 
à la fibration (il est aisé de voir que l'expression du volume de la fibre ne dépend 
pas du supplémentaire z choisi). La classification des surfaces complexes (voir, par 
exemple, [2]) montre que la fibre générique est ou bien un tore complexe ou bien 
une surface de Kodaira primaire (une fibration non singulière en courbes elliptiques 
sur une courbe elliptique). Ce dernier cas est éliminé par le théorème 4.1 de [21] (il 
s'agit d'un cas facile de ce théorème). 

La prochaine étape montre que ces tores sont holomorphiquement isomorphes. 
Soit m un point de la base C qui est une valeure régulière de la fibration n et soit 
T m = 7r _1 (m) la fibre régulière correspondante. La section isotrope Y\ permet de 
construire en restriction au tore complexe T m un champ de vecteurs constant Y et 
on peut définir le long de T m un deuxième champ de vecteurs X avec la propriété que 
q(X) = 1 et X G Y x (on utilise ici que la fibre générique est un tore et donc son fibré 
tangent est trivial : il suffit donc de prendre un deuxième champ de vecteurs tangent 
à la fibre et non colinéaire à Y et de le diviser par sa g-norme qui est constante grâce à 
la compacité de la fibre). Complétons ces deux champs de vecteurs par un troisième 
champ Z en imposant la condition q(Z) = 0, q(Z,X) = et q(Y,Z) = 1. Cette 
condition exprime le fait que Z engendrent la deuxième droite isotrope du champ 
de plans non dégénérés X x et que Z est choisi sur cette droite de manière unique en 
imposant que la base (X, Y, Z) soit de volume 1. Ces trois champs constituent alors 
une trivialisation du fibré des repères orthonormés au-dessus de T m . Ceci implique 
que le 1-jet de biholomorphisme qui envoie un point s G T m en un point s' G T m et 
dont la différentielle envoie (X(s),Y(s),Z(s)) sur (X(s'),Y(s'), Z(s')) s'intègre en 
une isométrie locale (le s-jet de la structure géométrique (g, <p) est le même en les 
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bases (X(s),Y(s), Z(s)) et (X(s'), Y(s'), Z(s')) à cause de la compacité de la fibre 
T m et du fait que le fibre des repères est trivial au-dessus de T m ). Cette isométrie 
locale envoie nécessairement le temps t de la géodésique issue du point s dans la 
direction Z(s) sur le temps t de la géodésique issue du point s' dans la direction 
Z(s'): autrement dit, pour t suffisament proche de l'image du point exp s (tZ(s)) 
est exp s '(tZ(s')). Le temps t du flot géodésique du champ Z (défini le long de 
la fibre en m) envoie donc la fibre en m en un ensemble de points reliés par des 
isométries locales. Cet ensemble est contenu donc dans la même fibre de la fibration 
7i : rappelons que la conclusion du théorème principal de [0] est précisément que 
les fibres de la fibration tt sont les orbites du pseudo-groupe des isométries locales 
de (p. Le flot géodésique de Z réalise alors un isomorphisme entre la fibre en m et 
les fibres proches. Les fibres régulières de la fibration tt sont donc isomorphes entre 
elles. 

Comme un biholomorphisme proche de l'identité d'un tore complexe est une 
translation, le flot géodésique du champ transverse Z identifie les fibres voisines de 
la fibration par un biholomorphisme qui est une translation. Il vient qu'en dehors 
des fibres singulières la fibration tt admet une structure de fibré principal. □ 

4.2 Prolongement de certaines sections de K® n 

Nous venons de voir que M admet une structure fibrée principale de fibre un tore 
complexe T de dimension 2 au-dessus d'une courbe de genre g > 2, avec éventuelle- 
ment des fibres singulières. Si u, v sont des coordonnées complexes sur la fibre type 
T de la fibration en question, alors la 2-forme différentielle holomorphe 9 = du Adv 
est invariante par les translations de la fibre et est donc bien définie sur M en dehors 
des fibres singulières. Aussi les sections iO\ — a,\ A 6® n et u 2 = a 2 A 9® n de K® n , où 
K est le fibré canonique de M, sont bien définies en dehors des fibres singulières et 
non identiquement nulles. Nous allons arriver à une contradiction en prolongeant 
les sections uj\ et u 2 à l'aide du lemme suivant du à Ueno j^I] : 

Lemme 4.4 Soit M une variété complexe, S un sous- ensemble analytique compact 
de M et u une section holomorphe au-dessus de M \ S de K® n , où K est le fibré 
canonique de M. Si J M \ S M™ < oo, alors u est une section méromorphe de K® n 
admettant un pôle d'ordre au plus n — 1 en S. 

2 

Dans le lemme précédent |o>| « désigne la 2m-forme différentielle réelle qui s'exprime 

2 

localement par \ f{z)\ « {dx\ A dyi A ... A dx m A dy m ), où z k = x fc + iy k , m est la di- 
mension complexe de M et u = f{z){dz\ A ... A dz m ) n est l'expression locale de 

UJ. 

Nous allons donc appliquer le lemme 14.41 à notre situation pour prolonger les 
sections uj\ et oj 2 au-dessus des fibres singulières. Les arguments suivants s'inspirent 
de [H]- 
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Soit c G C une valeure critique de notre fibration principale, 7T -1 (c) la fibre 
singulière correspondante et t une coordonnée locale sur C au voisinage de c qui 
s'annule en c. Considérons un disque D = {t, \t\ < e} suffisamment petit pour que 
7r _1 (0) soit l'unique fibre singulière contenue dans n~ l (D). Rappelons que ai = 
7T*(t7i) , où r]i est une section holomorphe d'une puissance du fibré canonique de 
C. Choisissons la coordonnée locale t telle que rji(t) = t l (dt)® n , pour un certain 
entier positif l (qui vaut dans le cas où rji est non singulière en c). Dans ce cas 
l'expression locale de ui, en restriction à l'ouvert n~ 1 (D \ {0}) est t l (dt A du A dv) n . 
Pour montrer que U\ se prolonge en une section holomorphe sur ti^ 1 (D), il suffit de 
prouver que (dt A du A dv) n se prolonge. Pour cela on applique le lemme 14.41 à la 
section eu = £~( n_1 )(G?t Adu Adv ) n . Notons d'abord A = J T 9 AÔ, le volume de la fibre 
régulière et appliquons le théorème de Fubini pour estimer l'intégrale suivante : 



r .2 f -2(n-l) f e 1 s 

/ \u \~ = A ■ \ t « dt A dt\ = AttA ■ r (L ™>dr < oo. 

J 7 r- 1 (O\{0}) JD\{0} JO 

Le lemme 14.41 s'applique et montre que la section uj = t~^ n ~ l \dt A du A dv) n est 
méromorphe sur n~ l (D) et admet un pôle d'ordre au plus n— 1 sur la fibre singulière. 
Il s'ensuit donc que la section (dtAduAdv) n est holomorphe sur 7r _1 (D) et que lû\ se 
prolonge au-dessus de la fibre singulière 7r _1 (c). Le même raisonnement s'applique 
aussi à UJ2 et montre que uj\ et u 2 définissent deux sections holomorphes globales 
du fibré K® n . Comme a,\ = f ■ a 2 pour une certaine fonction méromorphe non 
constante /, ceci reste vrai pour les sections u% et uo 2 . La contradiction vient du fait 
que le fibré (trivial) K® n ne peut pas admettre deux sections holomorphes globales 
dont le quotient est une fonction méromorphe non constante sur M. 



5 Etendre l'ouvert dense à M 

Avec les mêmes notations que dans la section précédente, il s'agit de prouver ici que 
l'ouvert dense d'homogénéité locale est toujours égal à M tout entier, ce qui finit la 
preuve du théorème 11.11 

La propriété suivante de prolongement de champs de Killing, découverte pour 
la première fois par K. Nomizu dans le cadre des métriques riemanniennes analy- 
tiques [12] et généralisée dans jTj et [TU] pour les structures géométriques rigides 
analytiques est essentielle pour la suite : chaque point m G M admet un voisinage 
ouvert U m avec la propriété que tout champ de Killing holomorphe, défini sur un 
ouvert connexe U C U m , se prolonge en un champ de Killing sur U m . Autrement 
dit, la fibre du faisceau des germes de champs de Killing d'une structure holomorphe 
rigide est une algèbre de Lie Q qui ne dépend pas du point. Dans notre cas cette 
algèbre est de dimension complexe au moins 3 car elle est transitive sur M\S. Par 
ailleurs, comme l'action de G est libre sur le fibré des repères qui est de dimension 
6, la dimension de G est inférieure ou égale à 6. Il reste que la dimension de G est 
égale à 3, 4 ou 5. 
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Supposons par l'absurde qu'il existe sur M une certaine structure géométrique 
holomorphe ip qui n'est pas localement homogène partout, mais seulement sur un 
ouvert dense. Autrement dit, si s est un entier positif suffisamment grand l'image 
de l'application ip^ s > qui représente le s-jet de ip (et dont les fibres se projetent 
sur M en les orbites du pseudo-groupe des isométries locales de ip ) est incluse 
dans l'adhérence d'une orbite O sous l'action du groupe £0(3, C). Rappelons qu'un 
résultat classique (voir, par exemple, [12], jH]) affirme que pour les représentations 
algébriques chaque orbite est ouverte dans son adhérence : l'image de ip^ est donc 
constituée de l'orbite O à laquelle s'ajoute éventuellement des orbites de dimension 
strictement inférieure contenues dans l'adhérence de O. 

Désignons par S l'ensemble analytique compact formé par les points de M où le 
s-jet de t/j appartient à 0\0. Autrement dit, M\S est l'ouvert maximal de M sur 
lequel le pseudo-groupe des isométries locales de ip agit transitivement. 

La preuve du point i) du lemme 14.11 (voir [5| ) construit dans ce cas une section 
holomorphe non triviale Y d'un fibré vectoriel S n (T*M) dont le lieu d'annulation 
est S et qui prend ses valeurs dans le cône des puissances n-ièmes. Il est utile pour la 
suite de rappeler que la présence de la métrique riemannienne holomorphe q définit 
un isomorphisme entre T*M et TM et cette dualité permet de voir Y aussi comme 
une section de S n (TM). 

Nous démontrons la proposition suivante qui nous permettra de remplacer pour 
la suite la structure géométrique (quelconque) if), avec la structure géométrique 
ip = (g, Y), formée par la juxtaposition de q et du tenseur Y. 

Proposition 5.1 L'ouvert M \ S est l'ouvert maximal de M sur lequel le pseudo- 
groupe des isométries locales de la structure géométrique holomorphe ip = (q, Y) 
(formée par la juxtaposition de q et de Y) agit transitivement. 

Démonstration 

Nous savons par la section précédente que la structure géométrique <p = (q, Y) 
est localement homogène sur un ouvert dense de M (car démontré pour toutes les 
structures géométriques de type affine). 

L'ouvert dense sur lequel ip est localement homogène ne peut contenir des points 
où Y s'annule car dans ce cas Y serait nul sur tout l'ouvert donc partout. Inverse- 
ment, s'il existe au moins un point dans M \ S où le s-jet de ip se trouve dans une 
orbite qui n'est pas dense dans l'image de ip( s \ la preuve du lemme 6.4 de con- 
struit une section holomorphe non triviale d'un fibré S n {T*M) qui s'annule au moins 
au point considéré. Comme Y ne s'annule pas en ce point, cette nouvelle section et 
Y seront linéairement indépendantes et on est dans les hypothèses d'application du 
lemme 14.21 Le raisonnement de la section 4 s'applique et fournit l'existence d'une 
fibration de M sur une courbe de genre g > 2 ce qui, comme on l'a vu, conduit à 
une contradiction. □ 

Chaque orbite de dimension strictement inférieure à 3 qui se trouve dans l'image 
du s-jet de <p (par exemple, toute orbite contenue dans Ô\0) admet un stabilisateur 
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de dimension supérieure ou égale à 1 dans 5*0(3, C). Un tel stabilisateur fournit 
des isométries fixant un point (autrement dit, des champs locaux de Killing pour 
ip qui s'annulent en au moins un point et qui se linéarisent donc en coordonnées 
exponentielles). Précisons ceci : si p^ est l'application "s-jet de </?" définie sur 
R(M), alors l'image par (p^ de la restriction de R(M) au-dessus de M \ S est 
exactement une orbite O de l'espace affine des s-jets de 0, tandis que l'image de 
la restriction de R(M) à S est formée par des orbites de dimension strictement 
inférieures contenues dans l'adhérence de O. Si p^ envoie la fibre de R(M) au- 
dessus d'un point u G S sur une orbite de Ô\0 qu'on identifie à S0(3, C) quotienté 
par un stabilisateur B, alors la dimension complexe de B est supérieure ou égale à 1 
et pour s suffisamment grand les éléments de B s'intègrent en des isométries locales 
qui fixent le point u. Tout sous- groupe à un paramètre de B fournit donc un champ 
de Killing au voisinage de u qui s'annule en u. Un tel champ de Killing est donc 
linéarisable au voisinage de u (car isométrie de q). Pour la partie linéaire d'un tel 
champ de Killing on a les deux possibilités suivantes (rappelons au passage que le 
groupe S0(3, C) est isomorphe à PSL(2, C) : pour s'en assurer il suffit de faire agir 
PSL{2, C) (par changement de variables) sur l'espace vectoriel (de dimension 3) des 
formes quadratiques à deux variables (de la forme ax 2 + bxy + cy 2 ) en préservant le 
déterminant) : 

1. la partie linéaire est semi-simple, conjuguée dans l'algèbre de Lie de PSL{2, C) 
à un multiple de l'élément 

2. la partie linéaire du champ de Killing soit unipotente, autrement dit conjuguée 
dans PSL(2, C) à l'élément 

Il est équivalent de dire que la partie linéaire d'un champ de Killing est semi- 
simple ou de préciser que la différentielle du flot du champ de Killing au point fixe 
stabilise un champ de vecteurs de g-norme égale à 1 dans l'espace tangent (forme 
quadratique xy dans l'isomorphisme avec PSL(2,C)). Aussi, il est équivalent de 
dire que la partie linéaire d'un champ de Killing est unipotente ou de préciser que la 
différentielle du flot de champ de Killing au point fixe stabilise un champ de vecteurs 
g-isotrope dans l'espace tangent (forme quadratique x 2 ). Dans ces situations on 
utilise classiquement la terminologie : isotropie semi-simple et isotropie unipotente. 

Le lemme suivant précise le type d'orbites qui peuvent se trouver dans l'image 
du s-jet de p et sera très utile pour la suite : 

Lemme 5.2 L'image de p^ contient une orbite dense O de dimension 3. Les 
orbites de Ô\0 contenues dans l'image de p^ sont de dimension 2. 

Démonstration 

Commençons par rappeler que le seul espace homogène de dimension 1 complexe 
de PSL(2,C) est la droite projective P X (C). En effet, le stabilisateur d'un point 
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doit être un sous-groupe de Lie complexe de dimension 2 de PSL(2,C) et il est, 
par conséquent, conjugué dans PSL(2, C) au sous-groupe formé par les matrices 
triangulaires supérieures. Comme P X (C) est un espace compact, ce type d'orbite 
ne peut pas apparaître dans une représentation de PSL{2, C) sur une variété affine. 
Dans l'image de (p^ il n'existe donc aucune orbite de dimension l. 

Montrons maintenant qu'il n'existe dans p^ aucune orbite de dimension 0. Sup- 
posons par l'absurde le contraire. Il existe alors un point u dans S où le stabilisateur 
du s-jet de q est de dimension (maximale) 3. Considérons l'algèbre des germes des 
champs de Killing Q au voisinage de ce point u. Le groupe d'isotropie en u est de di- 
mension 3 isomorphe donc au groupe linéaire PSL(2, C). Le morphisme d'évaluation 
en u qui à un champ de Killing associe sa valeur au point u est un morphisme 
d'espaces vectoriels qui admet un noyau de dimension 3. Comme la dimension de 
Q est inférieure ou égale à 5, la dimension de l'image de ce morphisme est un sous- 
espace vectoriel strict de T S M qui doit être invariant par l'action linéaire du groupe 
d'isotropie PSL(2, C). Il vient que ce sous-espace vectoriel est nécessairement triv- 
ial, ce qui implique que Q est de dimension 3 isomorphe à PSL(2, C). La contra- 
diction vient du fait qu'au voisinage du point fixe u les orbites de l'action linéarisée 
(en coordonnées exponentielles) de PSL(2, C) sont de dimension au plus 2 (dans le 
modèle linéaire donné par les formes quadratiques à 2 variables cette action préserve 
le déterminant). L'action de Q n'est donc pas transitive en dehors de S : absurde. 

Il reste que les orbites de Ô \ O contenues dans l'image de ip^ sont de dimension 
2. Ceci implique que l'orbite dense O est de dimension strictement supérieure : elle 
est donc de dimension 3. □ 

La proposition suivante est une conséquence directe du lemme précédent. 

Proposition 5.3 i) L'algèbre des germes de champs de Killing pour p est une 
algèbre de Lie non-unimodulaire de dimension 3. 

ii) L'ouvert M \ S admet une (G, G) -structure, où G est l'unique groupe de Lie 
connexe et simplement connexe associé à Q . En restriction à M\S, q provient d'une 
métrique riemannienne holomorphe sur G invariante par translations à gauche. 

Démonstration 

Au-dessus de M \ S l'image du fibré des repères dans l'espace des s-jets de p 
est l'orbite O de dimension complexe 3 qui s'identifie au quotient de SO(3,C) par 
un sous-groupe fini. On bénéficie donc (éventuellement sur un revêtement fini non 
ramifié) d'une trivialisation du fibré des repères et, de plus, un biholomorphisme 
local qui relie deux points de M \ S est une isométrie locale si et seulement si son 
action préserve cette trivialisation . 

L'action de Q est donc libre et transitive sur M\S (isotropie triviale), ce qui im- 
plique que Q est de dimension complexe 3. Avec le langage des (G,X)— structures, 
nous sommes en présence d'une (G, G)-structure sur l'ouvert invariant M \ S, où G 
est l'unique groupe de Lie complexe connexe simplement connexe de dimension 3 
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associé à l'algèbre de Lie Q. Sur l'ouvert M\S, la métrique riemannienne holomor- 
phe q provient d'une métrique riemannienne holomorphe sur G invariante par les 
translations à gauche. On a vu dans la section 2 qu'une telle métrique se construit 
en choisissant une forme quadratique non dégénérée sur l'algèbre de Lie Q et en la 
transportant par les translations à gauche. Comme le pseudo-groupe d'isométries 
locales agit dans notre situation sans point fixe sur M \ S (isotropie triviale), la 
forme quadratique q n'est préservée par aucune transformation adjointe (voir [16 ). 

Prouvons que le groupe G ne peut pas être unimoduaire (il est, par conséquent, 
résoluble) [T^]. Si par l'absurde G est unimodulaire alors la transformation adjointe 
préserve le volume de la forme quadratique considérée sur l'algèbre de Lie Q ( qui 
fournit la restriction de q à M \ S). Soit (K 1 , K 2 , K 3 ) une base fixée de Q et 
considérons les trois champs de Killing locaux linéairement indépendants définis 
au voisinage d'un point m G M \ S qui correspondent à la base (K ly K 2 , K 3 ) de Q. 
Si on agit par une isométrie locale qui envoie le point m sur un autre point m' dans 
M \ S les trois champs de Killing initiaux sont conjugués à trois autres champs de 
Killing qui correspondent à l'image de la base (Ki, K 2 , K 3 ) par la transformation 
adjointe (qui est supposée préserver le volume). L'action de Q préserve donc le 
volume vol(Ki, K 2 , K 3 ) des champs K%, K 2 et K3. Comme cette action est transitive 
ce volume est constant. 

Autrement dit, quelque soient trois champs de Killing locaux définis au voisinage 
d'un point de M \ S, leur volume par rapport à q est une fonction constante. Pour 
obtenir la contradiction recherchée considérons un point u dans S* et considérons 
un voisinage U de u dans S* qui vérifie la propriété de prolongement de champs 
de Killing. Considérons au voisinage d'un point de U \ S trois champs de Killing 
linéairement indépendants, correspondant à une base (Ki, K 2 , K3) de Q. Ces champs 
de Killing se prolongent à U en des champs de Killing dont les valeurs en u sont 
nécéssairement des vecteurs de T U M linéairement dépendants (tangents à S car S 
est invariant sous l'action de Q). Le volume associé à ces trois champs de Killing est 
donc une fonction constante non nulle sur U\S, qui se prolonge (holomorphiquement 
et donc continûment) en une fonction qui s'annule en les points de S : impossible. □ 



Proposition 5.4 Les composantes connexes de S sont des surfaces complexes lisses 
(sous-variétés de codimension 1 de M). 

Démonstration 

Remarquons que Ô\0 étant de dimension complexe 2, les orbites de dimension 
2 sont des ouverts de Ô\0. Par connexité, le fibré des repères au-dessus de chaque 
composante connexe de S est envoyé par l'application s-jet de ip sur une même orbite 
(de dimension 2) contenue dans Ô\0 (et le stabilisateur B d'une telle orbite dans 
SO(3, C) est une extension par un groupe fini d'un sous-groupe à un paramètre). Par 
conséquent le pseudo-groupe des isométries locales de <p = (q, Y) agit transitivement 
sur chaque composante connexe de S. Il vient donc que chaque composante connexe 
de S est lisse. 
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Au-dessus de chaque composante connexe de S on bénéficie d'une application 
holomorphe 5*0(3, C)-équivariante du fibre des repères R(M) restreint à S dans 
l'espace homogène 50(3, C)/B. Ceci s'interprète comme la donnée d'un champ de 
vecteurs holomorphe au-dessus de S qui est g-isotrope ou de g-norme constante égale 
à 1 selon que l'unique sous-groupe à un paramètre contenu dans B est unipotent ou 
semi-simple. 

En résumé, chaque composante connexe de S est lisse et en chaque point u G S 
il existe un vecteur X{u) G T U M tel que toute isométrie locale de g restreinte au 
sous-ensemble invariant S préserve X. 

Nous démontrons que le champ de vecteurs X est tangent à S. Pour tout u G S 
les transformations linéaires de T U M qui préservent X(u) préservent le s-jet de tp 
et s'intègrent donc en des isométries locales de (p qui fixent tous les points de la 
géodésique issue de u en la direction X{u). Comme l'isotropie de l'action de G est 
triviale sur M\S, ceci implique que cette géodésique est entièrement contenue dans 
S et donc X(u) G T U S. Nous avons prouvé en même temps que chaque composante 
connexe de S est de dimension complexe au moins 1. 

On démontre maintenant que chaque composante connexe de S est de dimension 
complexe 2 (de codimension 1 dans M). Supposons le contraire et considérons que 
S est une telle composante connexe de dimension complexe 1. Associons à chaque 
élément de l'algèbre de Lie de champs de Killing G au voisinage d'un point u G S sa 
valeur en u. Ceci donne un morphisme d'espaces vectoriels défini sur G et à valeurs 
dans T U M. Comme S est invariant par l'action de G, l'image de notre morphisme 
est incluse dans la droite T U S. Ceci implique qu'il existe au moins deux champs 
de Killing linéairement indépendents dans le noyau et donc le groupe d'isotropie 
en u serait nécessairement de dimension au moins 2. Dans le cas où ce groupe 
d'isotropie est de dimension 2, le stabilisateur du s-jet de g en u est de dimension 
2, ce qui montre que ce s-jet possède une orbite de dimension 2. Ce cas a été exclus 
par le lemme Iïï72l Si le groupe d'isotropie est de dimension 3, il est nécéssairement 
isomorphe à PSL(2, C) : il vient que G est isomorphe à l'algèbre de Lie de PSL(2, C) 
qui est unimodulaire (car semi-simple). Ceci est en contradiction avec la conclusion 
de la proposition 15.31 □ 

Nous savons à présent que S est de dimension complexe 2. Dans ce cas une 
isométrie locale qui est triviale en restriction à S admet un 1-jet trivial en chaque 
point de S et elle est, par conséquent, triviale. La restriction de l'algèbre de Lie G 
à S est donc un isomorphisme d'algèbres de Lie. 

Rappelos que le champ de vecteurs X tangent à une composante connexe de S 
construit précédemment est g-isotrope ou bien de g-norme constante égale à 1 selon 
que le sous-groupe à un paramètre contenu dans B qui le fixe est respectivement 
unipotent ou semi-simple. Cette considération sépare les deux cas qu'on étudie dans 
la suite. 
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5.1 Isotropie unipotente 

Plaçons-nous d'abord dans le cas où il existe dans l'image de (p^ au moins une 
orbite 0\ de dimension 2, contenue dans Ô\0 et dont le stabilisateur contient un 
sous-groupe à un paramètre unipotent. 

Nous étudions une composante connexe de S (que l'on note encore S) où le s- 
jet de ip est dans 1 . Il existe alors sur un revêtement fini de S un champ de 
vecteurs g-isotrope X préservé par la restriction à S de tout champ de Killing local. 
Le raisonnement suivant étant local on considère que X est un champ de vecteurs 
défini directement sur S. 

Dans ce cas nous allons démontrer la 

Proposition 5.5 La surface compacte connexe lisse S est totalement géodésique et 
dégénérée pour la métrique riemannienne holomorphe q. Le feuilletage holomorphe 
engendré par le noyau de la restriction de q à S est transversalement riemannien. 
Par conséquent, S est ou bien un tore complexe, ou bien une surface de Kodaira 
primaire (fibré principal en courbes elliptiques sur une courbe elliptique). 

Démonstration 

La réstriction de la métrique riemanienne holomorphe à S est nécessairement 
dégénérée. En effet, supposons pour un instant le contraire et désignons par Z 
l'unique champ de vecteurs tangent à S, colinéaire à la deuxième direction isotrope 
de la restriction de g à l'espace tangent à S (la droite engendrée par X étant l'autre 
direction isotrope) et tel que q(X, Z) = 1 et par H l'unique champ de vecteurs 
de norme 1 orthogonal au plan engendré par X et Z et tel que vol(H, X, Z) = 1. 
Toute isométrie locale qui relie deux points de S préserve nécessairement X et 
donc Z et H. Nous avons expliqué un peu plus haut que le point u admet un 
voisinage ouvert V dans M tel que toute isométrie de tp proche de l'identité définie 
dans un (petit) ouvert connexe de V se prolonge à tout l'ouvert V. Considérons 
une telle isométrie qui relie deux points de V \ S (une telle isométrie existe car 
(p est localement homogène sur M \ S) et qui se prolonge donc sur tout l'ouvert 
V. Cette isométrie respecte nécessairement S car le pseudo-groupe des isométries 
locales préserve l'ouvert M\S. Toutes les isométries locales qui relient deux points 
de S préservent le champ de vecteurs transverse H et donc également le temps t 
du flot géodésique de H. On vient de voir que dans l'ouvert V l'action de Q fixe 
chaque feuille du feuilletage local de dimension 2 donné par l'image de S par le flot 
géodésique de H (chaque feuille exps(tH), à t fixé, est stabilisée). L'action de Q 
n'est donc pas transitive sur M \ S, ce qui est absurde. 

Il reste que la restriction de g à l'espace tangent à S est dégénérée et cet espace 
tangent n'est rien d'autre que l'orthogonal X 1 - du champ de vecteurs X . Nous 
montrons que la surface g-dégénérée S est totalement géodésique 

Le champ de vecteurs X étant défini seulement sur S, on prendra soin de con- 
sidérer sa dérivée covariante uniquement le long de champs de vecteurs W tangents à 
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S (autrement dit, contenus dans X- 1 -). Comme la g-norme de X est constante, nous 
avons déjà que pour tout W G X 1 - : 2 • g(V^X, X) = W ■ g(X, X) = 0. Le champ 
de plans X x est donc stable par l'opérateur VX, que l'on peut interpréter comme 
une section au-dessus de S du fibre End(X L ) = End(TS) des endomorphismes de 
X 1 . 

Constatons d'abord que le champ X est géodésique. Pour s'assurer que X est 
bien géodésique considérons l'action du champ de Killing (unipotent) qui fixe un 
point u de S. Si H(u) G X x (u) est un vecteur de g-norme unitaire, la différentielle 
du temps t du flot de champ de Killing envoie le vecteur H(u) sur H(u) + 1 ■ X{u). 
Comme ce flot préserve la connexion V et le champ de vecteurs X il vient que 
V h(u)X = V H(u)+t-x(u)X , ce qui implique que V xX s'annule au point u. 

Par conséquent l'opérateur V.X contient le champ X dans son noyau. 

L'autre valeur propre de l'opérateur V X (qui est constante sur S car le pseudo- 
groupe des isométries locales de q qui préservent X agit transitivement sur S) est 
nécessairement nulle : dans le cas contraire l'opérateur V.X serait diagonalisable et 
tout champ de Killing devrait préserver la décomposition de X en espaces propres, 
or ceci n'est pas réalisé pour notre champ de Killing unipotent dont la différentielle 
ne fixe aucune autre droite de X 1 - à part celle engendrée par X. 11 reste que le 
champ d'endomorphismes V.X est nilpotent (d'ordre au plus 2) : l'image de V.X 
est incluse dans le noyau de V.X. Deux cas se présentent : ou bien V.X est nul, ou 
bien le noyau de V.X et l'image de V.X coïncident avec la droite engendrée par X 
(l'unique droite de X invariante par toutes les isométries locales). Dans les deux 
cas le calcul suivant est valide pour tous les champs de vecteurs locaux W\ et W 2 
tangents à S : ^(ViyiWjj, X) = Wi-q(W2, X)—q(y Wl X ) W 2 ) = 0, le deuxième terme 
du membre de droite de l'égalité étant nul car Vp^X est contenu dans l'image de 
V.X et donc colinéaire à X (tandis que W 2 G X- 1 ). Ceci montre que Vv^W^ G X- 1 , 
et que S est totalement géodésique. 

Comme q est dégénérée en restriction à la surface totalement géodésique S, le 
feuilletage engendré par le champ g-isotrope X est transversalement riemannien [21] . 

Le feuilletage engendré par le champ de vecteurs non singulier X admet une 
structure transverse modelée sur le groupe de Lie C. On en déduit facilement 
(voir [T7] pour la théorie générale et |3] pour le cas des surfaces complexes) que le 
revêtement universel de S est biholomorphe à C 2 et qu'il existe seulement deux cas 
possibles pour S : ou bien, S est un tore complexe, quotient de C 2 par un réseau 
de translations et X est un champ de vecteurs constant, ou bien S est une surface 
de Kodaira primaire, fibré principal en courbes elliptiques sur une courbe elliptique 
et le champ X engendre la fibration principale. □ 

Analysons maintenant l'action de l'algèbre de Lie Q des champs de Killing de ip 
au voisinage d'un point u de S. La restriction à S de chaque élément de Ç donne 
un champ de vecteurs (tangent à S) défini au voisinage de u dans S dont le flot 
préserve X et donc, en particulier, le feuilletage (transversalement riemannien) JF 
défini par X. Désignons par 7ï l'idéal de Ç formé par les éléments de Q dont la 
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restriction à S agit trivialement sur la transversale de T. Les éléments de 7i fixent 
chaque feuille de T et ils commutent avec X : ils sont de la forme / • X avec / 
fonction holomorphe constante sur les orbites de X (en particulier, les éléments de 
H sont ç-isotropes sur S). Remarquons que l'algèbre de Lie TC est de dimension 
complexe 2 : en effet, TC ne peut être de dimension 3 ( sinon le groupe d'isotropie de 
ip en u serait de dimension au moins 2) et le quotient G /TC qui agit non trivialement 
sur la transversale de T est nécessairement de dimension 1 isomorphe à l'algèbre de 
Lie C (agissant par translation). Comme T est transversalement riemannien, le flot 
de X (comme le flot de tout champ de vecteurs tangent au feuilletage) préserve la 
restriction de g à S*. 

On peut choisir sur un voisinage ouvert U de u dans S un champ de vecteurs 
holomorphe H de g-norme constante égale à 1 et tel que [X, H] — (il suffit de 
définir H de g-norme constante égale à 1 sur une petite transversale à T et de le 
transporter par le flot du champ X qui préserve la restriction de q h S). Définissons 
sur un voisinage de u dans S un système de coordonnées (x, h) centré en u et tel 
que = X et = H. Dans ces coordonnées l'expression locale de la forme 
quadratique q restreinte à S est dh 2 et les éléments de TC restreint à S sont de la 
forme f(h)-j^ (car ils préservent J| et dh 2 ). Par ailleurs l'algèbre de Lie G /TC est 
engendrée par un élément qui s'exprime + l(h)-^, avec / une fonction holomorphe 
définie au voisinage de dans C. Nous avons que [J^ + l(h)-^, /W Jj] = /'W Jj- 

Pour comprendre la structure de l'algèbre de Lie G qui agit par isométries affines 
pour la restriction de la connexion V à S 1 , nous allons préciser la structure locale de 
cette connexion sur S. 

Proposition 5.6 i). Si R est le tenseur de courbure de (S, V) alors R(X, H)X = 
et R(X, H)H = 7X , où 7 est un nombre complexe. 

ii). La restriction de V à S est localement symétrique. De plus (S, V) est lo- 
calement isométrique ou bien à la connexion canonique du groupe affine de la droite 
complexe si 7 7^ ; ou bien à la connexion canonique de C 2 si 7 = 0. 

Avant de passer à la preuve rappelons que le revêtement universel AG du groupe 
affine de la droite complexe est un groupe de Lie complexe de dimension 2 qui 
peut être vu comme l'ensemble des couples (a, b) G C 2 muni de la multiplication 
(a, b) ■ (a', b') = (a + a', exp(a)b' + b). Ce groupe admet (comme tout groupe de Lie) 
une unique connexion linéaire holomorphe, bi-invariante, sans torsion, complète et 
localement symétrique. Le groupe d'isométries de cette connexion est formé par les 
translations à droite et à gauche et il est, par conséquent, isomorphe au produit 
AGxAGfER. 

Avant de passer à la preuve rappelons que si h est l'élément de l'algèbre de Lie 
du groupe affine qui engendre les homothéties (le temps T de du flot de h agissant 
donc sur la droite complexe comme z — > exp(T)z) et x est l'élément de l'algèbre de 
Lie qui engendre les translations (le temps T du flot étant z — > z + T) nous avons 
[h, x] = —x. 
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La connexion canonique d'un groupe de Lie est définie, en général, au niveau 
de l'algèbre de Lie par la relation V u v = ^[u,v]; ce qui donne pour la courbure le 
tenseur R(u,v)v = j[v, [u,v]]. 

Dans le cas particulier du groupe affine il vient que R(x, h)x = et R(x, h)h = 
—jX. Si l'on pose X = x et H = h, ceci ressemble formellement, du moins dans le 
cas 7 = —a 2 — — |, aux relations figurant au point i) de la proposition 15.61 

Les arguments suivants inspirés de |2E] (partie 8) montrent que la valeur du 
paramètre a n'est pas relevante pour la géométrie de la connexion, tant que a reste 
non nul. 

Démonstration 

Remarquons d'abord que V//X ne dépend pas du champ de vecteurs H de q- 
norme unitaire chosi. En effet, si H' est un autre champ de vecteurs local tangent 
à S* et de ç-norme constante égale à 1, alors H' = H + / • X , pour une certaine 
fonction holomorphe locale / et comme X est géodésique, V#X = V h'X. Le champ 
de vecteurs V_hX est donc invariant par l'action de Q et, comme cette action est 
transitive sur S, ceci implique qu'il existe un nombre complexe a tel que V #X = aX. 

Comme [X,H] = 0, nous avons que R(X,H)X = V^V^X - V H V X X = 
V x (aX) = 0. 

Pour la deuxième formule sur la courbure remarquons que le terme R(X, H)H ne 
dépend pas du choix de H car si H' = H + / • X, alors la première égalité implique 
que R(X, H)f ■ X = et donc R(X, H) H = R(X, H')H' . Comme précédemment le 
champ de vecteurs R(X, H)H est alors invariant par l'action de Q, ce qui implique 
que R(X, H)H = jX pour un certain nombre complexe 7. Un calcul direct montre 
que 7 = —a 2 . 

La deuxième assertion de la proposition est prouvée dans sous l'hypothèse 
supplémentaire V rH = qui est utilisée pour montrer que la courbure est parallèle 
(connexion localement symétrique sur S). Nous montrons que dans notre situation 
nous pouvons nous passer de l'hypothèse faite sur H. Remarquons d'abord que H 
étant de g-norme constante, V hH est orthogonal à H. Comme V rH G X ceci 
implique qu'il existe une fonction holomorphe g telle que V h H = g ■ X. 

Rappelons que la dérivée du tenseur R est donnée par la formule : 

VR(A, B, C, D) = V A (R(B, C)D) - R(V A B, C)D - R(B, V A C)D - R(B, C)V A D, 

où les vecteurs A, B, C, D prennent les valeurs X ou H. Ce n'est que dans le cas 
où trois des vecteurs A,B,C,D valent H que l'hypothèse supplémentaire est utilisée 
dans • Nous traitons ici ce cas et pour le reste de la preuve nous renvoyons à 
(proposition 8.4 et proposition 9.2). 

1) VR{H,X,H,H) = 

V H R(X, H) H - R(V H X, H)H - R(X, V H H)H - R(X, H)V H X = 
VnlX - R{aX, H) H - R(X, gX)H - R(X, H)aX = a^X - a 7 X = 0. 
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2) VR(H, X, H, H) = 



V H R(X, H) H - R(V H X, H)H - R(X, V H H)H - R(X, H)V ' H H = 
VnlX - R(aX, H) H - R(X, gX)H - R(X, H)gX = a 7 X - a 7 X -0-0 = 0. 
3) VR(H, H, H, X) = 

V H R(H, H)X - R(V H H, H)X - R(H, V H H)X - R(H, H)V H X = 
- R(gX, H)X - R(H, gX)X -0 = 0. 

□ 

Revenons à présent à l'algèbre de Lie Q . Dans le cas où 7 = notre algèbre 
de Lie se plonge dans l'algèbre de Lie du groupe des transformations affines de C 2 
qui préservent la forme quadratique dh 2 et le champ de vecteurs X qui est isotrope, 
parallèle, et non trivial. Cette algèbre est engendrée par Il s'agit de 

l'algèbre de Lie du groupe Heisenberg car ^- est dans le centre et Jj = [J^^Jjl- 
L'algèbre de Heisenberg est unimodulaire (car nilpotente) et cette situation a déjà 
été analysée et éliminée comme contradictoire. 

Supposons maintenant que 7 / 0. Dans ce cas Q se plonge dans l'algèbre de 
Lie du produit AG x AG (comme AG est simplement connexe et complet, toute 
isométrie locale proche de l'identité de V se prolonge en une isométrie globale pQ, 

ma, m). 

Nous allons montrer que l'algèbre de Lie Q admet un centre non trivial. Pour 
cela nous prouvons d'abord que X est un champ de Killing pour la restriction de V 
à S. 

Rappelons que, d'après la proposition 15.51 la surface S* est biholomorphe à un 
tore complexe ou bien à une surface de Kodaira primaire. 

Considérons d'abord le cas où S est un tore complexe. Il vient que le fibré 
holomorphe tangent à S est holomorphiquement trivial et que le champ de vecteurs 
local H de norme constante égale à 1 peut être choisi comme étant globalement défini 
sur S. De même le champ de vecteurs VhH sera globalement défini et comme H 
est de g-norme constante, VhH est orthogonal à H, donc en tout point collinéaire 
à X. Comme le fibré en droites défini par X est trivial (car X non singulier), on a 
que VhH = XX, pour une certaine constante À G C*. 

Comme le flot de X préserve H, les relations V xX = 0, V hX = V xH = aX et 
VhH = XX impliquent que le flot de X préserve la connexion V de S. 

Une manière plus directe de conclure est de dire que toute connexion linéaire holo- 
morphe sur un tore complexe est invariante par les translations (pour une description 
des connexions affines sur les tores complexes le lecteur pourra consulter ^1]). 

Dans le cas où S est une surface de Kodaira primaire, nous utilisons la classi- 
fication des connexions linéaires holomorphes sur ce type de surface faite par A. 
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Vitter dans [22] (page 239). Cette description montre, en particulier, que sur une 
surface de Kodaira primaire toute connexion linéaire holomorphe est invariante par 
la fibration principale. Dans notre cas, il vient que X est bien un champ de Killing 
pour la restriction de V à 5. 

Dans le modèle local constitué par le groupe affine, l'élément X correspond alors 
à un élément x de l'algèbre de Lie du produit AG x AG. Comme les éléments de 
Ç préservent X, l'algèbre de Lie Q est une sous-algèbre de Lie de dimension 3 du 
commutateur de x dans l'algèbre de Lie du produit AG x AG. Comme, par ailleurs, 
le commutateur de chaque élément x est une algèbre de Lie de dimension au plus 3, 
il vient que Q coïncide avec le commutateur de x et possède donc x comme élément 
central non trivial. 

On vient de prouver que X est la restriction à S d'un champ de Killing local qui 
se trouve dans le centre de Q. Comme ce champ de Killing est invariant par l'action 
de G sur lui-même, il fournit un champ de Killing globalement défini sur M \ S et 
de norme constante (nécessairement égale à car ce champ de Killing se prolonge 
sur un voisinage ouvert de S en le champ g-isotrope X). 

Analysons la situation au voisinage d'un point u de S. Pour cela, considérons un 
voisinage U de u dans M qui satisfait la propriété de prolongement de champs de 
Killing et considérons dans U\S un champ de Killing K\ qui correspond à l'élément 
central de Q. Ce champ de Killing est de norme constante sur U\S car invariant par 
l'action transitive de Q et se prolonge sur U fi S en un champ colinéaire à X. Nous 
avons donc que K\ est bien défini sur U et g-isotrope. Rappelons que la section Y de 
S n (TM) est également invariante par l'action de Q et (par construction) g-isotrope. 
Nous avons donc que q(Kf n 1 Y) est une fonction constante, où l'on a noté encore par 
q la forme quadratique induite sur TM® n par la métrique riemannienne holomorphe. 
Comme Y s'annule sur S cette fonction est nulle. Nous pouvons donc conclure que 
si l'on choisit en un point v G U \ S le vecteur Y (y) tel que Y (v )® n = Y(v) alors les 
vecteurs Y (y) et K\(y) sont g-isotropes et g-orthogonaux, ce qui implique qu'ils sont 
colinéaires : il existe donc une fonction méromorphe g, définie sur U, telle que que 
Kf n = g -Y. L'invariance de Kf n et de Y par l'action transitive de Q implique que g 
est constante et qu'il existe donc /i G C* tel que Kf n = \iY sur U. La contradiction 
recherchée vient du fait que Y s'annule sur S, tandis que le champ de Killing Ki est 
non identiquement nul sur U H S (car nous avons vu que la restriction à S est un 
isomorphisme) . En fait, en tant que champ de Killing g-isotrope en dimension 3, le 
champ de vecteurs K\ est même non singulier (lemme 6.7). 

5.2 Isotropie semi-simple 

Il reste à régler les cas où l'isotropie est semi-simple et de dimension 1. Plaçons- 
nous dans le dernier cas à régler où en dehors de O, il n'existe dans l'image de (f^ 
que des orbites de dimension 2 et dont le stabilisateur contient un sous-groupe à un 
paramètre semi-simple. 

Nous étudions une composante connexe de S (que l'on note encore S) où le s-jet 
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de (p est dans une orbite 0\ de dimension 2 et dont le stabilisateur contient un 
sous-groupe à un paramètre semi-simple. Ce stabilisateur fournit en chaque point 
u de S un champ de Killing s'annulant en u et dont la différentielle fixe un unique 
vecteur g-unitaire de T U S. Il existe alors sur S un champ de vecteurs tangent X de 
g-norme constante égale à 1 préservé par la restriction à S 1 de tout élément de Ç. 

La métrique riemannienne holomorphe q est nécessairement dégénérée sur S car 
sinon il existe sur S un deuxième champ de vecteurs H défini par les relations 
q(X,H) = et q(H) = 1. Le champ H est bien défini seulement à signe près, car 
sur la droite orthogonale à X il existe deux vecteurs (opposés) g-unitaires. Faisons 
un choix local et optons pour l'un de ces vecteurs au voisinage d'un point s de S : 
ceci permet de définir un champ H préservé par l'action de Ç. 

L'orthogonal (par rapport à q) de l'espace tangent à S est engendré par un unique 
champ de vecteurs Z de norme 1 tel que vol(X, H, Z) = 1. Les champs H et Z sont 
donc également préservés par l'action au voisinage du point s de la restriction de G à 
S. On conclut alors qu'au voisinage d'un point de S l'action de G fixe chaque feuille 
du feuilletage obtenu en poussant S par le flot géodésique de Z : ceci implique que 
G n'agit pas transitivement sur M \ S, ce qui est absurde. 

Il reste à analyser le cas où q est dégénérée en restriction à S. Le noyau de q définit 
alors en restriction à S un feuilletage en droites non singulier transverse au champ 
de vecteurs X. Nous sommes à nouveau en présence d'un feuilletage holomorphe 
transversalement riemannien. En effet, désignons par u la 1-forme différentielle 
holomorphe sur S qui vaut 1 sur le champ de vecteurs X et dont le noyau coïncide 
avec celui de q. Il vient que u 2 = q et que u est fermée; nous venons d'utiliser 
un résultat classique qui affirme que sur les surfaces complexes compactes, les 1- 
formes différentielles holomorphes sont nécessairement fermées (pour une preuve de 
ce fait le lecteur pourra consulter, par exemple, la référence jU]). Par conséquent, 
le noyau de uj définit bien un feuilletage transversalement riemannien T et S est 
nécessairement totalement géodésique [27|. Il résulte, en utilisant la classification 
des surfaces possédant une connexion linéaire holomorphe que S ne peut être 
qu'un tore complexe ou une surface de Hopf. Néanmoins le raisonnement local 
suivant n'utilise pas la structure analytique globale de S. 

Proposition 5.7 II existe un champ de vecteurs holomorphe Y tel que Y = Y® n . 
De plus, le 1-jet de Y en un point de S est non trivial. 

Démonstration 

Analysons l'action de l'algèbre de Lie des champs de Killing de (p au voisinage d'un 
point u dans S. Dans un voisinage (suffisamment petit) U de u dans S, il existe 
un champ de vecteurs holomorphe tangent H qui est g-isotrope et non singulier 
dans U. En chaque point de U il existe alors un unique vecteur Z (transverse à 
U) uniquement déterminé par les relations q(Z) = 0,q(X,Z) = et q(H,Z) = 1. 
Le flot géodésique de Z permet de définir un feuilletage au voisinage de U dont les 
feuilles sont expu(tZ), à t fixé. 
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Rappelons qu'un 1-jet de biholomorphisme local qui relie deux points de S se 
prolonge en une isométrie locale si et seulement si sa différentielle préserve X. Le 1- 
jet d'application qui envoie u sur un point u' EU et dont la différentielle est triviale 
dans les repères (X (u) , H (u) , Z (u)) et (X(u'), H(u'), Z(u')) se prolonge donc de 
manière unique en une isométrie locale de ip = (q, Y) qui envoie le temps t de la 
géodésique issue de u dans la direction Z(u) sur le temps t de la géodésique issue 
de u' dans la direction Z(u'). Le pseudo-groupe d'isométries locales de tp agit donc 
transitivement sur chaque feuille expu(tZ) du feuilletage. Plus précisément, u étant 
fixé, quelque soit u' G U il existe une unique isométrie locale i u > (qui dépend de 
manière holomorphe de u') qui relie u et u' et qui envoie la géodésique exp u {tZ{u)) 
sur la géodésique exp u >(tZ(u')) en respectant le paramétrage. 

Le tenseur Y est entièrement déterminé si l'on connaît sa restriction à la géodésique 
issue de u dans la direction du vecteur Z(u) (en effet, on obtient alors la restriction 
de F à la géodésique exp u >(tZ(u') en transportant avec v). 

Pour préciser ceci considérons sur un voisinage ouvert de u dans U, un système 
de coordonnées locales w, centré en u. Un voisinage ouvert de u dans M sera alors 
paramètre à l'aide du ffot géodésique de Z par les coordonnées (w,t). Désignons 
par Y' la restriction de F à la géodésique issue de u dans la direction Z. Il vient 
que Y'(t) = Y(0,t) = /(t)(F(t))® n , où / est une fonction holomorphe à une vari- 
able définie sur un voisinage de et qui admet un zéro isolé en et Y(t) est un 
vecteur non nul et g-isotrope de Tm t \M (cette écriture n'est pas unique). Si i w est 
l'unique isométrie locale qui relie à w et qui envoie la géodésique expo(tZ(0)) sur 
la géodésique exp w (tZ(w)) en respectant le paramétrage, alors Y(w,t) = f(t)(di w ■ 
Y{t))® n . 

Si fit 1 , avec fi nombre complexe non nul et l entier strictement positif, est le 
premier jet non nul de / en 0, alors le premier jet non nul de Y 1 à l'origine (qui 
s'interprète comme un polynôme homogène défini sur la droite Z(u) et à valeurs dans 
l'espace vectoriel T u M® n ) est de la forme fit 1 ? (O) 0ra = fit l (aX(0)+bH(0) + cZ(0))® n , 
avec a, b, c des nombres complexes dont au moins un est non nul. Nous démontrons 
que l'invariance de cette expression par le flot du champ de Killing semi-simple K 
qui fixe u (flot qui stabilise la géodésique issue de u dans la direction Z{u) sans 
préserver le paramétrage et fixe X{u)) implique que le premier jet non nul de / à 
l'origine est de la forme fit n , avec fi nombre complexe non nul et a = b = 0. 

En effet, l'action de la différentielle en u du temps T de ce flot est 

T • (X(0), H(0), Z(0)) = (X(0),T 2 H(0),T- 2 Z(0)), 

tandis que l'action sur le /-jet de / est T • fit 1 = T 21 fit 1 . Le /-jet de Y' se décompose 
en une somme dont les termes sont de la forme fit l a p b q c r X(0) p (g) H(0) q (g) Z(0) r , où 
p, q, r sont des entiers positifs dont la somme vaut n. 

Comme l'action linéaire du temps T du flot de K sur (TqM)® 71 est diagonalisable 
dans la base X(0) p <8> H(0) q <E> Z(0) r , et la valeur propre associée à ce vecteur propre 
est T 2 ( g ~ r \ l'invariance du /-jet de Y' l'action du flot de K implique que tous les 
termes de la forme X (0) p <g> H \0) q ® Z \0) r avec p+q+r = n qui ont un coéfficient non 



26 



nul doivent être associés à la même valeur propre. Comme Y(0) est g(0)-isotrope, 
ceci montre que la seule possibilité est a = b = et / = n. 

Ceci implique qu'au voisinage du point u il existe un champ de vecteurs holomor- 
phe Y tel que Y = (f)® n . En effet, on peut prendre Y(w,t) = l(t)tdi w Y(t), où l(t) 
est une "racine n-ème" de dans un voisinage de dans C. 

Cette propriété étant vraie au voisinage de chaque point de S nous avons que 
(éventuellement sur un revêtement fini non ramifié de M) le tenseur Y est la puis- 
sance n-ème d'un champ de vecteurs. 

Considérons Y' la restriction du champ Y à la géodésique issue de u dans la 
direction Z(u), prenons le premier jet non trivial de Y' en et exprimons l'invariance 
de ce jet par le flot du champ de Killing K. Nous sommes dans la même situation que 
précédemment et dans le cas particulier n = 1. Le calcul du point i) implique alors 
que le premier /-jet non trivial de Y' à l'origine correspond à / = f. En particulier, 
le premier jet de F en m est non trivial. Comme Q agit transitivement sur S en 
préservant Y ceci est vrai pour tous les points de S. □ 

Nous donnons maintenant un renseignement plus précis sur le 1-jet de Y en un 
point de S avec le lemme local suivant : 

Lemme 5.8 Considérons un voisinage ouvert U de l'origine dans C 3 muni d'une 
métrique riemannienne holomorphe q. 

Soit Y un champ de vecteurs holomorphe non identiquement nul q-isotrope qui 
s'annule à l'origine. Supposons qu'il existe un champ (de Killing) holomorphe K 
dans U qui s'annule à l'origine, dont le flot local préserve à la fois q et Y et dont la 
différentielle à l'origine stabilise un vecteur non isotrope de T C 3 . Alors le premier 
jet de Y à l'origine est de la forme vzj^, v G C. 

Remarque : rappelons encore une fois que la condition d'invariance par la diffé- 
rentielle à l'origine d'un champ de vecteurs non isotrope est une condition algébrique 
qui porte sur la partie linéaire du champ de Killing K à l'origine. Il est équivalent 
de dire que cette partie linéaire est semi-simple. 

Démonstration 

i) Le flot du champ K fixe un vecteur ^ de g-norme égale à I dans T C 3 . 
Considérons une base (J^, J^) de l'espace tangent à l'origine avec la propriété 
que est un vecteur de g- norme égale à 1, tandis que les vecteurs J^, ^ sont 
g-isotropes, g-orthogonaux à ^ et g(J^, J^) = 1. 

Dans les coordonées exponentielles fixées par le choix de la base précédente de 
l'espace tangent à l'origine le champ de Killing K est linéaire et le temps T de son 
flot est donné par la transformation linéaire : T • (x,y,z) = (x,T~ 2 y,T 2 z). 

Un calcul simple donne la forme des champs de vecteurs holomorphes s'annulant 
à l'origine et invariants par ce flot : Y — f(x,y,z)-§^ + g(x,y,z)-§- + h(x,y,z)-§^ 



27 



est invariant par le flot de K si et seulement si / = F(x,yz),g = yG(x,yz) et h = 
zH(x, yz), où F, G et H sont des fonctions holomorphes à deux variables s'annulant 
à l'origine. 

On en déduit les seuls 1-jets possibles pour des champs de vecteurs s'annulant à 
l'origine et invariants par le flot de K : un tel 1-jet est nécessairement de la forme 
Y 1 = Xx-^ + [J>y-§^ + vz ^~ z -, avec \ A*; v , des nombres complexes éventuellement nuls. 

Il s'agit maintenant d'exploiter le fait que Y est g-isotrope. Dans les coordonnées 
exponentielles considérées le 1-jet à l'origine de la métrique riemannienne holomor- 
phe q vaut go = dx 2 + dydz. Ceci permet d'en déduire le 2-jet à l'origine de la 
fonction q(Y) : il s'agit de qo{Y l ) = 1\wyz + X 2 x 2 . Comme la fonction q(Y) est 
identiquement nulle, ce 2-jet doit être trivial et donc Y 1 est de la forme vz^ (ou 
bien de la forme [iy-§^ ce qui revient au même) . □ 

Remarque : dans notre situation on applique le lemme précédent au voisinage 
d'un point u de S et pour une base J^, Jj) = (X(u), H(u), Z(u)) de l'espace 

tangent en u. Comme Y s'annule sur S et T U S est l'espace vectoriel engendré par 
(Jx' Jy)' n vient que le 1-jet de 7 en m est de la forme vz-^, avec v non nul. 

Le lemme précédent et la proposition 15.71 impliquent que dans notre situation le 
1-jet de Y est non nul, de la forme vz-j^,, avec v nombre complexe non nul. La trace 
de l'opérateur V.Y", vu comme section de End(TM), est une fonction holomorphe 
constante sur M qui vaut v en les points de S. Cette fonction est donc une constante 
non nulle v. Rappelons que la trace de V.Y coïncide avec la divergence du champ de 
vecteurs Y par rapport à la forme volume vol de q. Autrement dit, L Y vol = uvol, 
où Lyvol est la dérivée de Lie de la forme volume par rapport au champ Y. Le 
fait que v soit non nulle est en contradiction avec le fait bien connu qu'un champ 
de vecteurs holomorphe sur une variété compacte doit préserver les formes volumes 
holomorphes. La preuve de cette propriété fait l'objet de la proposition suivante qui 
achève la démonstration de ce dernier cas. 

Proposition 5.9 Le flot de Y préserve la forme volume de q. 

Démonstration 

Désignons par ip 1 le temps t du flot de Y et remarquons que le fibré canonique 
de M étant trivial, pour chaque temps t il existe une constante c(t) G C tel que 
(if}*)* vol = c(t)vol. Comme le volume réel de M, donné par l'intégrale de la forme 
réelle vol A vol, doit être préservé par l'action du flot, on a que la valeur absolue 
du nombre complexe c(t) vaut 1 pour tout t. La fonction t — > c(t) est alors une 
fonction entière à valeurs dans le cercle unité et par le théorème de Liouville elle 
est nécessairement constante, égale donc à c(0) = 1. Ceci montre que le flot de Y 
préserve la forme volume et par conséquent la divergence de Y est nulle. □ 
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